




On an extension of Tschebyscheff's inequality
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Abstract
In this paper We extend Tschebyscheff's ineqality for not only one variable but two or
three variables. For that purpose we introduce statistics named total varianceand total sta-
ndard deviation and use them to take place variance or standard deviation of one variable.





but ‖ P-Q ‖ means distance between P and Q, and σn(n=1・2・3) means nth. total standard







PrcX-m | ≧kq)≦去 (1)
が成立する。ここにPr(A)はAが起る確率, mはこの分布の母平均, 02は母分散, Oは母標準
偏差を意味する。
ここで,このlX-mlはⅩとmとの距離と考えられるから, 2次元3次元についてもこれ
に撰する不等式を導きたい。
ここで簡単に論を進めるために, 2次元・ 3次元の確率変数として連続確率密度関数を持つ分
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布の場合のみを考える事にする・
　そこで新しく必要となる統計量として総分散を次のように定義する。
　〔定　義　1〕
　X‘の母平均を耽（ゼ＝1・2・3）とおくときE（の（X））をこの分布におけるφ（X）の期待値とする。
　　　　　　　だ　このときE｛Σ（＆一物）2｝をη次の総分散と定義し，σ2で表わす。　（η＝1・2・3）
　　　　　　乞＝1
　〔定　義　2〕
　上で定義した総分散の平方根をη次の線標準偏差と呼び砺で表わす。　（π＝1・2・3）
　上の二つの定義においてη＝1の場合は従来の分散は総分散と等しく，総標準偏差も従来の標
準偏差と一致する。
§　2次元の場合
　この場合，確率変数X・とX2は連続確率密度関数♪（侮，諾2）を持つから，X1の平均値物，
X2の平均値勉2が既知であると仮定すれば，庫標を原点を（規・，規2）に持つ極座標を考えても
差支えない。
　即ち
　　　　　　　X1一規1＝r　Co5θ
　　　　　　　X2一ηz2＝r3伽θ
と座標変換を行えば
　　　　　　　　∂X1　　　∂X1
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝7’　　　　　　　　∂r　　　　　∂〃
　　　　　　　　∂X2　　　∂X2
　　　　　　　　∂r　　　　　∂〃
従って新しい極座標による確率密度関数g（7，θ）は
　　　　　　　9（r，θ）＝ψ（躍1，詔2）
として得られる。ここにg（プ，θ）は
　　　　　　　∫課π9（プ，θ）474θ一19（r，・）≧・
が成立し，確率密度関数の条件をみたす事は明かである。
　先に定義した2次の総分散σ22は極座標による確率密度関数g（ブ，θ）を用いて次の定積分で表
わされる。
　　　　　　　σ2－E（r2）一∫rプ247∫1π9（砂θ）4θ
　　　　　　　　一∫1σ272　∫1π9（ちθ）4θ＋∫易，励∫1π9（ろθ）4θ
　　　　　　　　≧∫湯，プ24r∫1π9（7，θ）4θ
　　　　　　　　二為2σ2Pr｛r≧ゐσ2｝
よって
　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　Pr｛r≧為σ2｝≦万　　　　　　　　　　　　（2）
これを旧座標で書けば
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　Pr｛V（解2）2＋（諾2一規2）2≧ゐσ2｝≦塵
Tschebyscheffの不等式の拡張について
γ’ 苅一物）2＋（躍2＋糎）2をま点（∬1，諾2）と点（物，物）との距離を表わすから，
　それをIK銑，躍2）一（物物）1で表わせぱ
　　　　　　　Pr｛”（諾・・諾2）一（規1・溺2）ll≧々σ2｝≦毒
　これはTschebyscheffの不等式の2次元への拡張になっている。
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§　3次元の場合
　2次元の場合とと同様にX1の平均勉1，X2の平均値規2，X3の平均値鞠が既知であると
仮定して旧座標で（物，物，鞠）と呼んでいた点を原点にした球面座標を用いる事にする。
　即ち座標変換
　　　　　　　X1一物＝＝7（】05θ（】059
　　　　　　　×2一勉2＝r　Co5θS初9
　　　　　　　×3一窺3＝プS伽θ
によって得られる新しい変数プ，θ，卯による確率密度関数9（r，θ，ρ）は次の性質を持つ。
　　　　　　　∫r∫1π∫1π9（7・θ，9）痂4砂一・
　　　　　　　9（7，θ，ψ）≧0
　ここで3次の総分散σ32を考えると
　　　　　　　σ32－E（プ2）一∫r∫1π∫1πr29（r，θ伽4θ49
　　　　　　　一∫1σ3∫1π∫1πプ29（7，θ，9）474θ49＋∫湯、∫1π∫1πプ29（プ，θ・ψ）翻θ4卯
　　　　　　　≧ゐ2σ32∫易、∫1π∫1π9（ブ，θ，9）伽卿
　　　　　　　＝た2σ32Pr｛プ≧乃σ3｝
　　　　　　　Pr（r≧為σ3｝≦毒　　　　　　　　　（3）
従って
　　　　　　　Prlゾ（諾一規1）2＋（灘2一勉2）＋（¢3一魏3）≧乏σ3｝≦毒
距離の記号を用いて
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　 Pr｛IK諾・・卿3）旧（規・・規2・形3）”≧為σ3｝≦戸
　ここに1次元，2次元，3次元の不等式を列挙すれば
　　　　　　　Pr｛IK∬1）一（規・）1≧為σ・｝≦毒　　　　　　　（4）
　　　　　　　Pr｛”（諾・・躍2）一（一2）ll≧乃σ2｝≦孝　　　　　（5）
　　　　　　　PrqK諾・・劣2・∬3）一（規1・規2勉2）li≧為σ3｝≦毒　　　　　（6）
　これでTschebyscheffの不等式は1次元・2次元・3次元のどの場合でも成立つよう拡張され
たo
　離散分布に対しても、極座標，球面座標を用いて同じ不等式が得られる。しかしこの稿ではそ
の証明は割愛する事にした・
